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4. Metoda przewidywania

W niektérych przypadkach w celu rozwigzywania rdéwnania
niejednorodnego (12) wygodniej jest zastosowacé metode przewidywania
zwang rowniez metodg wspotczynnikow nieoznaczonych. Ta metoda opiera
si¢ na zalozeniu, ze dla pewnych typéw funkcji f(x) po prawej stronie
rownania (12), rozwigzanie szczegdlne réwnania niejednorodnego
powinno by¢ funkcja tego samego typu. Inaczej méwiac, przewidujemy
rozwigzanie szczegdlne réwnania niejednorodnego w postaci prawej
strony rownania. Metoda przewidywania jest prostsza niz metoda
uzmienniania statych, poniewaz wyznaczamy rozwigzania szczegdlne
réwnania niejednorodnego bez catkowania. Rozwazmy przypadki, dla
ktérych metoda przewidywania jest skuteczna.

Przypadek 1. Niech funkcja po prawej stronie r6wnania ma postac
f)= P, (x)e", (19)
gdzie P (x) jest wielomianem stopnia n € N:
P(x)=ax"+a, x""'+..+ax+a,
oraz k€R jest dowolng liczba rzeczywista. Wtedy mamy trzy
mozliwosci:
1. Jezeli liczba k nie jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego, tzn.
ak® +bk+c=0,
to réwnanie niejednorodne (12) ma rozwigzanie szczegdlne postaci

P(x)=Q,(x)e",

gdzie Q,(x) jest wielomianem stopnia n € N:
Q (x)=bx"+b, x""'+..+bx+h,

z nieoznaczonymi wspélczynnikami b ,b, ., ..., b, b,. Poniewaz 1)(x)
jest rozwigzaniem réwnania (12), wigc podstawiajgc do réwnania (12)
i poréwnujac wspotczynniki wielomianéw po prawej i lewej stronie
otrzymamy ukfad réwnan liniowych z niewiadomymi b,, b, |, ..., b, b,.

Zatem rozwigzujac ten uklad otrzymamy szukane wspdiczynniki
wielomianu Q (x).

Przyklad 7. Rozwiaza¢ réwnanie
y// o y — x2 ezx . (20)
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Rozwiazanie. Rownanie charakterystyczne dla powyzszego rownania ma
postac

N —1=0.
Pierwiastkami tego rdwnania sg liczby
A=1 A =-1.

Zatem rozwigzanie og6lne réwnania jednorodnego ma postac
y=Ce'+C,e ",
gdzie C, i C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi.
Poniewaz
f)=x"e",

wiec k=2 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego. Zatem
rozwigzanie szczegdlne réwnania (20) przewidujemy w postaci

P(x) = (b,x*> +bx+b,)e’".
RézZniczkujac mamy
Y'(x) = (2b,x + b,)e>* + 2(b,x* + bx + b,)e**

oraz
Y (x) = 2b, &>+ 2(2b,x + b, ) &> + 2(2b,x + b, ) e** + 4(b,x* + b,x + b,) e

Po przeksztalceniu otrzymamy
" (x) = (4b,x* + (8b, + 4b,)x + 2b, + 4b, + 4b,)e™" .
Podstawiajac  funkcje (x), ©”(x) do réwnania (20) otrzymamy
tozsamos¢
(3b,x* + (8b, +3b))x + 2b, + 4b, + 3b,)e™* = x’ **.
Stad poréwnujgc wspotczynniki wielomianéw po prawej i lewej stronie
otrzymamy uktad réwnan postaci
3b, =1,
8b, +3b, =0,
2b, +4b, +3b, = 0.
Rozwiazujac ten uktad otrzymamy

1 8 26
b :—, b :——, b = —
>3 9> 27

Wtedy rozwigzanie szczegdlne réwnania (20) ma postac
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P(x) = [lx2 —§x+é]e“.

3 9 27
Tak wiec szukane rozwigzanie ogdlne réwnania (20) dane jest wzorem
1 8 26
y=Ce'+C, e"+[—x2 ——x+—e
3 9 27

2. Jezeli liczba k jest pierwiastkiem jednokrotnym rdéwnania
charakterystycznego, to rozwigzanie szczegdlne réwnania (12)
szukamy w postaci

P(x) = xQ, (x)e",
gdzie Q (x) jest wielomianem stopnia n€N z nieoznaczonymi
wspdlczynnikami jak wyze;j.
Przyklad 8. Rozwigzaé réwnanie
y'+2y' =3y =xe". (21)
Rozwigzanie. Mamy tu k=1 i stopien wielomianu po prawej stronie
n =1. Réwnanie charakterystyczne dla réwnania jednorodnego ma posta¢
A 4+20-3=0.
Pierwiastkami tego réwnania sg
A=1 A\=-3.

Zatem liczba k=1 jest pierwiastkiem jednokrotnym rdéwnania
charakterystycznego. Stad rozwigzania szczegélnego rownania (21)
szukamy w postaci

Y(x)=x(bx+by)e".
Rézniczkujac dwa razy otrzymamy
P'(x) = (2bx +b,)e" + (bx* +byx)e”,
Y"(x) = 2b, e"+ (4b,x + 2b,)e* + (blx2 +byx)e’.
Podstawiajac powyzsze funkcje do réwnania (21) otrzymamy réwno$¢
2b, + (4b,x + 2b,) + (bx* + byx) +
+2(2b,x + by) + 2(b,x° + byx) —
—3x(bx+b,) = x.
Po uproszczeniu mamy
8b,x +2b, +4b, = x.

Zatem poréwnujac wspotczynniki wielomianéw przy odpowiednich
potegach po prawej i lewej stronie otrzymamy uktad réwnan postaci
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8h, =1,
2b, 4+ 4b, = 0.
Stad mamy

1 1
h=—g h=1

Tak wigc rozwigzanie szczegdlne ma postac
1
Y(x)=—x(1-2x)e".
16
Poniewaz rozwiazanie ogdélne rownania jednorodnego dane jest wzorem
y=C,e'+C,e ™,

wiec szukane rozwigzanie ogdlne réwnania (21) ma postac¢
y=Ce'+C, e“—l—%x(l— 2x)e",

gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.

3. Jezeli liczba k jest pierwiastkiem dwukrotnym rdéwnania
charakterystycznego, to rozwigzanie szczeg6lne réwnania (12)
szukamy w postaci

P(x)=x"Q, (x)e" .

Przyklad 9. Rozwigza¢ rownanie

y'—4y' +4y=xe™. (22)
Rozwigzanie. Rownanie charakterystyczne ma postac
AN —4X4+4=0.

Zatem A\ =2 jest pierwiastkiem podwdjnym tego réwnania. To oznacza,
ze rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego mozemy zapisa¢ w postaci

y=C,e*+Cxe.
Poniewaz réwniez k =2, wigc rozwigzania szczegdlnego szukamy w
postaci
P(x)=x"(bx+by)e™".
Rézniczkujac dwa razy otrzymamy
P (x) = (3bx" +2byx)e™ + 2x* (bx +b,)e™,
V" (x) = 2(3bx + by) e’ + 4(3b,x* + 2byx)e>* + 4x> (b x + b, )e™* .

Podstawiajac ¥(x), '(x) i ¢"(x) do réwnania (22) i dzielgc obustronnie
przez e** mamy tozsamos¢
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2(3bx+ by) +4(3b,x* + 2b,x) + 4x* (bx + b,) —
—4(3b,x* + 2b,x) —8x* (b x + b,) + 4x” (b x + by) = x.

Stad
23bx+b,)=x.

6b, =1,
2b, =0.

1 3 2x
X)=—x ¢,
Y(x) p

Zatem otrzymamy

>
I
S ol-

b, =

Tak wiec mamy

a zatem rozwigzanie ogdlne réwnania (22) ma postac
1
y=Ce*+ sze2‘”+gx3 e,
gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.
Przypadek 2. Niech funkcja po prawej stronie rownania (12) ma postac¢
f(x)=e"(P/(x)cos Bx + P} (x)sin Bx), (23)

gdzie P!(x), P’(x) sa wielomianami stopnia n € N:

1
n—1

-1 1 1
X" 4. 4ax+a,,
2 2.n 2 n—1 2 2
P (x)=ax"+a, _x" +..+ax+a,,

oraz «, (3 sa liczbami rzeczywistymi, przy czym (= 0. Zaznaczmy, zZe

Pnl (x)= a,llx” +a

stopien ktérego$ z wielomianéw P!(x), P’(x) moze by¢ i mniejszy niz n
, ponadto jeden z tych wielomianéw moze by¢ nawet zerem. Liczba n jest
maksymalnym stopniem obu wielomianéw. Wtedy mamy dwie
mozliwosci:
4. Jezeli liczba zespolona « +i3 nie jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego (15), to rozwigzanie szczegélne réwnania
(12) szukamy w postaci

(x) =e" (@) (x)cos Bx + Q; (x)sin Bx), (24)

gdzie erl (x), Q}f (x) sa wielomianami stopnia n € N z nieoznaczonymi
wspolczynnikami.
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5. Jezeli liczba zespolona «+i jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego (15), to rozwigzanie szczegllne réwnania
(12) szukamy w postaci

h(x) = xe™ (@) (x)cos Bx+ Q] (x)sin Bx). (25)

Przyklad 10. Rozwigza¢ réwnanie
y" —y=e"(xcosx+sinx). (26)
Rozwigzanie. Mamy tu
f(x)=e"(xcosx+sinx).
Zatem
a=1, =1, P'=x, P’=1, n=1.
Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (26) ma postaé
A —1=0.

Pierwiastkami tego réwnania sg liczby A\, =—1, A, =1. Tak wigc liczba
zespolona  a+if=1+4+i nie jest pierwiastkiem réwnania

charakterystycznego. Zatem rozwiazanie szczegllne réwnania (26)
szukamy w postaci (24):

P(x)=e* ((Ax + B)cosx+ (Cx+ D)sin x) ,

gdzie A, B, C, D saniewiadomymi wspoétczynnikami. Dla okre$lenia tych
wspolczynnikow obliczamy

P'(x)=¢e" ((Ax + B)cos x + (Cx + D)sin x) +
+e* (Acosx— (Ax+ B)sinx+ Csinx + (Cx + D)cosx)
oraz
¥"(x)=¢"((Ax+ B)cosx + (Cx+ D)sin x) +
+2e" (Acosx—(Ax+ B)sin x+ Csinx + (Cx+D)cosx) +
+e* (—2Asinx —(Ax+ B)cosx+ 2Ccosx — (Cx+ D)sin x).
Po przeksztalceniach mamy
¥"(x)=2e"((Cx+ A+ C+ D)cosx+(—Ax—A— B+ C)sinx).

Podstawiajac (x) i 1" (x) do réwnania (26) i dzielac obustronnie przez
e* otrzymamy tozsamos¢
(RC—A)x+2A+2C+2D—B)cosx+
+(-2A—-C)x—2A—-2B+2C —D)sinx=

— XCOSXx -+ sin x.
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Poréwnujac wspétczynniki przy cosx i sin x dostajemy réwnosci
2C—-A)x+2A+2C+2D—-B=x,
(—2A-C)x—-2A-2B+2C—-D=1.

Zatem poréwnujac wspotczynniki przy odpowiednich potegach x po
prawej i lewej stronie otrzymamy uktad réwnan postaci

2C—-A=]1,
2A+2C+2D—-B=0,
—2A-C=0,
—2A-2B+2C—-D=1.
Stad mamy
A:—l, B:i, sz, D:—i.
5 25 5 25

Tak wiec rozwigzaniem szczeg6lnym réwnania (26) jest funkcja

5 25 5

Rozwiazanie ogdlne réwnania (26) dane jest wzorem

P(x) = ex[[—lx—i—i]cosx—i—[zx—%]sinx].

1 4
=C e "+Ce"+e'||——x+—
y 1 2 [[ 5x 25

[2 3
COSX+|—x——
5 25

sinx|,
gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.
Przyklad 11. Rozwigza¢ réwnanie
y'+4y=cos2x. (27)

Rozwigzanie. Mamy tu
f(x)=rcos2x,
a wiec
a=0, =2, Pn1 =1, Rf =0, n=0.
Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (27) ma postaé
AN +4=0.
Zatem mamy dwa pierwiastki zespolone:
A =20, \=-2i.
Stad rozwigzanie ogélne odpowiedniego réwnania jednorodnego ma
postaé
y=C, cos2x+C,sin2x,
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gdzie C, i C, sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.

Poniewaz liczba a+(i=2i jest pierwiastkiem rdéwnania
charakterystycznego, wigc rozwigzanie szczegllne rdéwnania (27)
szukamy w postaci (25), mianowicie

P(x) = x(A cos2x + Bsin 2x) .

Rézniczkujac mamy

'(x) = Acos2x + Bsin2x + x(—2A sin2x+2Bcos 2x)
oraz
" (x) = —2Asin2x + 2B cos2x —2Asin 2x + 2B cos 2x —
—4Axcos2x —4Bxsin2x.

Podstawiajac (x) i ¥”(x) do réwnania (27) otrzymamy
—2Asin2x+42Bcos2x —2Asin2x + 2B cos2x —
—4Axcos2x —4Bxsin2x +4Axcos2x + 4Bxsin2x = cos2x.

Stad

—4Asin2x+4Bcos2x = cos2x.
Poréwnujac wspétczynniki przy cos2x i sin2x dostajemy uktad réwnan

—4A=0,
4B=1.
Stad
A=0, B:l.
4

Tak wigc rozwigzaniem szczeg6lnym réwnania (27) jest funkcja
P(x) = ixsin 2x.
Zatem rozwigzanie ogélne réwnania (27) ma postaé

y=C cos2x+C, sin2x+%xsin2x .

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Korzystajac z metody przewidywania (metoda wspoétczynnikéw
nieoznaczonych) rozwigza¢ podane rownania:

1. y'—=y=5x+2;
2. y'+y' =2y =6x7;
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y' =3y ' =2-6x;
y//_y:x2+1;

V' 4y fay=x;

Y =3y +2y=2x"+2x—1;
y//+6y/+5y:e2x;
yl/+4yl+3y:9673):;
yl/_2y/_3y:e4x;

10. y"—y=2e";

11. y"+y=4xe";

12. y'+y —2y=3xe";

13. y'+2y' —3y=x’e";

14. y' =5y +4y=4x*e™;

15. y"+ y=sinx;

16. y"—6y" +25y =2sinx +3cosx;
17. y"=3y"+2y =cosx;

18. y" -3y’ +2y=sinx+cosx;
19. y" =3y +2y =xcosx;
20. y"—2y 4+2y=cosx;

21. y"+ y=uxsinx;

XU B W

22. y'—4y=e*cosx.
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